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SUR UNE CLASSE 
DE SURFACES MINIMA PLONGÉES 
DANS UN ESPACE À CINQ DIMENSIONS 
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P A R 
O T A K A R BORÛVKA 
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PRIRODOVËDECKÂ F A K U L T A 
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K N I H K T T P E C T V f A . P I S A , B R N O , CESKÀ 2 9 
T I S K E M P O L Y G R A F I E V BRNÈ. 
SUR U N E C L A S S E D E S U R F A C E S MINIMA P L O N G É E S 
DANS U N E S P A C E A CINQ D I M E N S I O N S 
Ä C O U R B U R E C O N S T A N T E . 
Dans un Memoire récemment paru * je me suis occupé des surfaces 
minima, plongóes dans un espace k quatre dimensions k courbure con-
stante, qui jouissent de la proprieto que l'indicatrice de la courbure, 
k chaque point, est une circonférence. Les résultats que j'ai obtenus 
ä ce sujet, laissaient prévoir de ne pas admettre une generalisation 
immediate pour des surfaces, jouissant des mémes propriétés géométriques, 
mais plongées dans un espace k nombre de dimensions supérieur ä quatre 
et spécialement dans un espace k cinq dimensions. Cest pourquoi j'ai 
traité 1'étude de telles surfaces. Les résultats, auxquels je suis arrive 
a ce sujet, font l'objet du Memoire present. Iis sont bien différents de 
ceux que j'ai obtenus pour des surfaces en question, plongées dans un 
espace k quatre dimensions et ils ont un rapport étroit avec la geometrie 
projective des réseaux. L a méthode que j'applique dans ce Memoire est 
encore la méthode extrémement féconde du repére mobile sous la forme 
employee par M. E . Cartan, comme je 1'ai appliquée dans le Memoire 
ci-dessus **. 
Ce Memoire se divise en cinq chapitres dont le premier contient 
des explications préliminaires indispensables pour comprendre la question. 
Ces explications préliminaires étant analogues k celles que j'ai exposées 
dans le Memoire cité plus haut, elles ne sont faites que briěvement. 
Dans le deuxiěme chapitre je m'occupe de la question d'existence 
des surfaces jouissant des propriétés indiquées. Je trouve, quelque soit 
la courbure de Vespace, il existe des surfaces considérées et elles dependent 
de quatre fonctions arbitraires d'un argument. 
Dans le troisiěme chapitre je m'occupe des surfaces plongées dans 
l'espace euclidien. Je trouve, pourque une surface, plongěe dans Vespace 
projectif ä cinq dimensions, puisse étre définie comme une surface minima 
de Vespace euclidien ä cinq dimensions dont Vindicatrice de la courbure 
a chaque point est une circonférence, il faut et il suffit qu'elle soit douée 
ďun réseau tel, que la suite de transformées laplaciennes dans un et 
* Sur une classe de surfaces minima plongées dans un espace ä quatre di­
mensions ä courbure constante. (Bulletin international de V Academie des Sciences 
de Bohéme, 1928.) 
On trouve un résumé de résultats principeaux de ce Memoire dans ma Note 
aux Comptes Bendus des seances de l Academie de Sciences, Paris; 1.187, p. 334 (1928). 
** Le lecteur pourra consulter le Memoire de M. E. Cartan, La geometrie 
des espaces de Biemann (Memorial des Sciences mathém., Fase. IX., 1925, Paris). 
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Vautre sens s'arrête après la première transformation selon le cas de 
Laplace sur une courbe située sur une quadrique non-dégénérée d'un 
espace à quatre dimensions; les deux courbes en question peuvent être 
arbitraires, à la condition près, qu'elles ne soient pas des droites toutes 
les deux et que leurs tangentes sont elles aussi sur la même quadrique. 
La quadrique en question est précisément la quadrique absolue de l'espace 
euclidien considéré. En particulier, le calcul montre que, dans l'espace 
euclidien à cinq dimensions, il n'existe pas des surfaces minima dont 
l'indicatrice de la courbure est une circonférence de rayon constant. 
Le quatrième chapitre contient quelques résultats sur des surfaces 
considérées plongées dans un espace non-euclidien. Je trouve qu'il existe 
deux types de telles surfaces, les surfaces générales dépendant de quatre 
fonctions arbitraires d'un argument, les autres de trois fonctions seulement. 
Pourque une surface, plongée dans l'espace projectif à cinq dimensions, 
puisse être définie comme une surface minima générale, d'un espace 
non-euclidien à cinq dimensions, dont l'indicatrice de la courbure à chaque 
point est une circonférence, il faut et il suffit qu'elle soit douée d'un 
réseau périodique à période six, et autopolaire par rapport à une quadrique. 
Cette quadrique détermine la métrique de l'espace et le réseau en 
question donne les deux familles de courbes minima sur la surface. On 
trouve ainsi une interprétation géométrique parfaite d'un problème de 
M. Gruichard* et de plus, on trouve la généralité de la solution de ce 
problème. En vertu de la théorie générale des réseaux, le résultat pré-
cédent entraîne que à chaque surface minima générale considérée, on 
peut associer une autre surface ayant les mêmes propriétés métriques 
et on peut établir entre ces deux surfaces une correspondance ponctuelle 
biunivoque telle que les réseaux formés, sur les deux surfaces, par les 
deux familles de courbes minima se déduisent l'un de Vautre par trois 
transformations successives de Laplace. Cette propriété, à son tour, cara-
ctérise les surfaces générales. Les autres surfaces, dépendant de trois 
fonctions arbitraires d'un argument, s'obtiennent des précédentes si, dans 
un sens, la deuxième transformée laplacienne du réseau, formé par les 
deux familles de courbes minima, se réduit à une courbe. Sur une telle 
surface, une famille de courbes minima est formée par des courbes 
planes, les plans de ces courbes étant des plans osculateurs de la courbe 
à laquelle se réduit la deuxième laplacienne du réseau. 
Enfin, dans le cinquième chapitre je considère un cas particulier 
des surfaces minima, plongées dans un espace non-euclidien, dont 
l'indicatrice de la courbure à chaque point est une circonférence: ce 
sont les surfaces qui jouissent de la propriété d'avoir le même rayon de 
l'indicatrice à chaque point de la surface. Je trouve qu'il en existe soit 
parmi les surfaces générales soit parmi les autres. Dans le premier cas 
* Voir p. 19. 
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i l existe une surface et une seule de cette espèce et elle est caractérisée, 
projectivement, par la propriété que le réseau périodique et autopolaire, 
formé sur la surface par les deux familles de courbes minima, est à 
invariant constant. On trouve facilement les équations finies de la surface 
en question; c'est une surface algébrique. Dans le deuxième cas, je trouve 
qu'il existe une famille de surfaces jouissant des propriétés indiquées, 
cette famille dépendant d'une fonction arbitraire d'un argument. Je 
trouve les équations finies de ces surfaces. D u point de vue projective, 
elles sont caractérisées par la propriété que, la famille de courbes minima, 
qui sont planes, soit formée par des coniques. 
I. Préliminaires. 
1. Plaçons nous dans un espace à cinq dimensions à courbure 
constante c et faisons correspondre à chaque point M de cet espace un 
repère formé de cinq vecteurs rectangulaires unitaires eu e2, e3, e4, e5. 
Si l'on passe du point M au point infiniment voisin ces vecteurs subissent 
des variations et on a les formules de la forme 
det =(oile1
J
r(oi2ei^-(oi3ez-\-G)i4:€4i-\r(ai5e5. > * > ? J \ 
Les quantités ca qui figurent dans ces formules sont des formes 
différentielles linéaires aux différentielles des coordonnées curvilignes de 
l'espace et elles satisfont à cause des suppositions faites aux sujet des 
vecteurs e aux relations linéaires 
«<,• + »„ = <), fi, ,,- = 1,2,3,4,5; (2) 
quelques soient les deux indices i, j distincts ou non. L'espace étant 
supposé à courbure constante c on a les formules de structure 
a>i = 2[(ok<oki\, œ'ij = 2[(oik(ok^\ — e [©,<»,•]. (3) 
k k 
Ajoutons que l'élément linéaire de l'espace est donné par la formule 
ds2 = t » ! 2 - j - « g 2 + w 3
2 - f w 4
3 - j - <y5
2. 
2. Supposons que le lieu du point M soit une surface (S) et que 
le choix du repère attaché à chaque point de cette surface soit tel que 
les vecteurs ex, ea soient tangents k la surface. Cette supposition se 
traduit par les formules 
« 3 — 0, cot — 0, co5 = 0 (4) 
qui entraînent, d'après les équations de structure, 
[o)iù)n]^r[o)2o)2s]^0, [<y1fo14J + [ w 2 » 2 4 ] = 0 , [ w i r o , 6 ] - t - [ c » , e » M ] = 0. (5) 
On a donc 
cy 1 3 = aa)1
J
rbeo2, cou = a'ta1 - j- b
fco2, «15 = a"(o1 -j-b"to2, p 
t a 2 3 = b co1 -f- c a2, «24 = b'm1 -f- c'co2, o)23 = b"œ1 -j- c"to2, ^ ' 
les a, b, .. . étant des fonctions des variables dont dépend le repère 
attaché à la surface. 
Dans un point quelconque M de la surface (S) la courbure nor-
male est définie par le vecteur normal h, (S) dont les composantes sont 
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les formes quadratiques 
#3 — a (ai
2 -j- 2 b a)1 ft>2 -p c OJ22, <P4 = a ' w t
3 -j- 2 w 2 -j- c
,<y22* 
# 5 = a " W l
2 + 2 w a - f c"o)./, 
chacune divisée par ds2. 
Pourque, en particulier, l a surface (S) soit une surface min ima i l 
faut et i l suffit que l 'on ait identiquement 
a^-c = 0, a' + c' = 0, a " ^ c " = 0 
de sorte que, pour une telle surface, la courbure normale est déterminée 
par les formes quadratiques 
#3 = a ( « i
2 — co2
2) -f- 2 bco1 io2, # 4 = d (ù>t* — co2
2) -j- 2 b'(aY mù} 
£>5 = a" (wj
2 — ca2
2) + 2 w 2-
O r , si l 'on pose o)^=ds cos 0 , to2 = ds sin 0 et que l 'on désigne par 
X 3 , Xiy X5 les composantes du vecteur de courbure normale, on obtient 
Xs = acos20 + bsin2Q, Xi = rfcos2 9-\-b'sm2&, 
X 5 = a"cos 2 0 - f h"sin 2 0 , (7) 
de sorte qu'on voit que, en changent 0 , l 'extrémité du vecteur de courbure 
normal décrit une conique dont le centre est le point correspondant de 
la surface; c'est l'indicatrice de la courbure normale de l a surface m i -
n ima considérée. 
II. L'existence et la généralité des surfaces minima dont 
l'indicatrice de la courbure à chaque point est une circonférence. 
1. Nous allons nous occuper des surfaces pour lesquelles l'indicatrice 
de la courbure à chaque point est une circonférence (de rayon différent 
de zéro). 
Pour une telle surface (s ' i l en existe) les fonctions a,bf... vérifient 
les relations que l 'on obtient en exprimant que l 'expression 
X 3
2 - i . X* -r X 5
2 = (a2 + a ' 2 - f a" 2) cos2 2 0 + (6 2 + &'2 + b"2) sin2 2 0 -f-
+ 2 (ab - j - a'b' + a"b,r) sin 2 & cos 2 0 
ne dépend pas de 0 et ces relations sont suffisantes. 
L e s relations en question sont 
a2 -j- a'2 -J- a"2 = R2, b2 + V2 - f b"2=R2, ab ^-a'V + a"b" = 0, (8) 
R étant une variable (le rayon de l a circonférence) que nous intro-
duissons pour la commodité de l 'écriture. 
L e s surfaces étudiées sont donc définies par les équations 
«3 = 0, ey4 = 0, co3 = 0, 
(ou=ao)1-Tb(o2j ù)u = a
ffa1-\-b
rco2, colô = a"co1-\-b"û}2f 
o)23 = b(ot — a(o2, f»24 =b
f(o1 — a'o)2, co25 = b"a)1— a"œ2, 
les a, b, af... vérifiant identiquement les relations (8). 
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Les formules de structure donnent 
[»! (da — 2bco12 — a'toSi — a"w3 5)] -j- [w 2 (db + 2ao)i2 — b'<o3i — &"w3 5)] 
[»! (db + 2a<o12 — b'(ou — b"co35)j - [ta 2 (da — 2bto12 — a'coi4: — a"w 3 5)] 
[ » ! (da' — 2b'(o12 + a % -a"w 4 5 )] - j - [w 2 (d&'+ 2a'c» 1 2 -f b w 3 i — £"«45)] 
[«! (db' + 2a'w 1 2 + J « 3 4 — &"w4 5 )] — [w 2 (oV— 2 6 ' w 1 2 « " « 4 5 ) ] 
[ « ! (da"— 2 6 " « 1 2 + + a'«45)] + [ « 2 (db"+ 2a"(a12 + baro + &'w45)] 
[ « ! (dô"+ 2 a " « 1 2 + bù)35 + 6'w4 5)] — [w 2 (da"— 2 ô " « 1 2 + a % + « '«45)] 
Ces formules montrent que, en laissant fixes les paramètres qui déterminent 
la position du point M sur la surface et en changeant infiniment peu les 
autres, dont dépend le repère attaché à la surface, les fonctions a, b,... 
subissent des variations qui peuvent s'exprimer par les formules 
Sa = 2be12 + a'e3* + a"eS5, db = — 2ae12-\- b'eu - J - b"e35, 
da' = 2Vel2 — aeu - j - « % 5 > db' = — 2a'e 1 2 — beu -(- 6"e45, (11) 
ô a"= 2 b"e12 — a e 3 5 — a'ei5, ô b" = — 2 a"e12 — b e 3 5 — b'eiT), 
les e étant les formes ca écrites avec des différentielles correspondantes. 
Or, les formules (8) montrent en particulier que, pour une surface 
en question les b, b', b" ne peuvent pas être nuls à la fois. On peut 
supposer, à cause de la symétrie, sans restreindre la généralité, b" O. 
Alors, les formules (11) montrent qu'on peut s'arranger, en choisissant 
convenablement le repère, que l'on ait a"= b = 0. On a ensuite, d'après (8), 
tf + a'^R3, & ' 2 + 6 " 2 = .R*, a'b'=0 
et les formules (11) ont la forme 
ô a = a'eu, 2ae12 — b'eu — b"e35 = 0, 
â a' = 2 b'e12 — aeu, ôb' = — 2 a'e12 + b"ei&, (12) 
2 b"e12 — aes5 — a'e46 = 0, ôb"= — b'eà5. 
Or, la relation a'b' = 0 exige a' = 0 ou bien b' = 0. Les formules précé-
dentes montrent que, par un choix convenable du système de référence, 
on peut s'arranger d'abord, que l'on ait b'=0. On a ensuite 
a a + a ' 2 = J R 2 , b"=R 
et les formules (12) s'écrivent 
2Re12 — ae35 — a'e4 5 = 0, da = a'eu, 
2 ae12 — ReS5 = 0, âa'= — aeu, (13) 
2a'e12 —Reà5 = 0, ÔR = 0. 
Dans ces équations, les premières trois sont compatibles. Comme a, a' 
ne peuvent pas être nuls à la fois, on voit qu'on peut supposer a'= 0. 
E n définitive, en choisissant convenablement le système de référence 
at taché à la surface on a 
- 0 , 
=0, 
- 0 . 
a = B, a'=a"=b = b'=0, b"=R 
de sorte qu'on peut définir les surfaces en question par les équations 
suivantes ~ ~ „ 
« 3 = 0, M 4 =0 , w5 = 0, 
t o 1 3 = j R « 1 , w u = 0, « 1 5 = j?w2, O-ty 
« 2 3 = R<*>2> « 2 4 = 0 , « 2 5 = i2« 1. 
Les formules de structure étant, d'après (10), 
[>i ^ ] + [ « 2 (2 «12 — w35)] = 0, [«! (2 « 1 2 — «35)] [«2 ̂ ] = 0, 
[ « ! «34.J — [ « j « 4 5 ] =0, [ « i W 4 8 ] + [ « 2 « 3 J = 0, 
on les peut mettre sous la forme 
[(«! + i«3) ( ^ — i2« 1 2 — «3 5)] = 0, 
dR 
(15) 
[(«! -«'« 2 )(-^--H2« 1 2 — «35)] = 0, (i = V— 1) 
[ ( « 1 + * « . ) ( « M + * «45) ] = 0, (16> 
[(«! — i«2) («34 — i«45)] = 0. 
On en voit que, 
quelque soit la valeur de la courbure de l'espace, il existe des surfaces 
considérées et elles dépendent de quatre fonctions d'un argument. 
On voit de plus que le système d'équations de Pfaff (14) qui définit 
les surfaces en question a deux familles de caractéristiques « 1 2 -(- « 2
a = 0; 
ce sont les courbes minima des surfaces considérées. 
III. Surfaces plongées dans l'espace euclidien. 
1. Nous allons déterminer l'intégrale générale du système qui définit 
les surfaces étudiées plongées dans l'espace euclidien (c = 0). 
Pour cela, considérons le système d'équations différentielles auquel 
conduisent les équations (14). On a 
dM= « J E ! - j - « 2 « 8 > 
dex = « 1 2 e 2 + -\-R<o2e6, 
de2 = — co12el — Rœ2ez + R(oxe5, (17) 
dez = — Ra)^! 4- R(o2e2 -\- « 3 4 e 4 + t» 3 5 e 5 , 
de4= — «3463 4" W4.-,e5, 
des = — R(o2ex — R(ùxe2 — « 3 5 6 3 — «4564. 
Le système avec les formules de structure (3) peut être envisagé 
comme définissant, dans l'espace projectif à cinq dimensions, une surface, 
lieu du point M, et en même temps un repère mobile formé par les 
points M, <5j, e2, e3, e4, e5. Par rapport à ce système de référence chaque 
point A de l'espace peut être exprimé par une expression de la forme 
A = xM-f xtex + x2e2 - f xse% + x±e± -\- x&e&, 
10 
les x étant les coordonnées du point A par rapport au système considéré. 
On vérifie facilement que, dans l'hyperplan x = 0 la quadrique -f~ xz ~\~ 
x£ -|- x£ - j - # 5
2 = 0 est fixe est c'est précisément la quadrique absolue 
qui fait de l'espace projectif considéré l'espace euclidien d'où nous 
sommes partis. Remarquons que les points e1 + ie2, e3 + ie5 sont situés 
sur la quadrique absolue. 
Cela étant, il est facile de voir que, en posant 
E1 = e1-\-ie2, E2 = e3-\rierJ, E3 = e4c, E^=e3~ie5f Eh = e^ — ie2 
— i(a2), &2 = ?(<»i-\-ia2), (18) 
le système (17) peut être remplacé par le système équivalent 
dM- QxEt +^E5f 
dEx- -ia)12Et + 2RQ1E2, 
dE2 — 2I{Çl2Ev -ia)33E2+(o)u-iœi5)E3f ^ 
dE$- — \(œH + iœts)Ea —\(^—m^E^ 
dEi- (tou + itoi5)E3 +icod,E4-2RQlE,} 
dE3- 2RG2E4i -ria)12E5. 
On en voit d'abord que le point Ex (E5) décrit une courbe dont 
la tangente, à chaque point passe par le point E2 (Eé) et que cette 
courbe ainsi que chaque sa tangente soient situées sur la quadrique 
absolue. Si l'on se déplace sur une caractéristique quelconque de la 
famille 1̂  = 0 (Q2 = 0) le point Ex (E5) reste fixe en position. Or, la 
première des équations (19) montre que si l'on fixe sur la surface (M) 
une courbe quelconque de la famille i2x = 0 (fï2 = 0)> l
a tangente à une 
courbe quelconque de la famille ,̂ 2 = 0 (^1 = 0) au point où cette 
courbe rencontre la courbe en question, passe par le point Ei (E5). Par 
suite, les deux familles de caractéristiques &l£22 = 0 forment sur la 
surface (M) un réseau, les développables circonscrites à la surface (M) 
le long des courbes de la famille £2t = 0 (Q2 = 0) étant des surfaces 
coniques dont les sommets décrivent la courbe qui est le lieu du point 
Ex (E5). On en conclût immédiatement que, en posant £21 = e
qdvf £22 = e
pdu 
les coordonnées du point M satisfont à une équation de Laplace dont les 
invariants sont nuls tous les deux. On déduit facilement des équations 
du système (19) que cette équation est précisément 
Muv = 0 
de sorte que l'on a 
M= U± V 
U étant une fonction de la seule variable u, V une fonction de la seule 
variable v. On a ainsi a priori douze fonctions d'une variable et il 
s'agit de les déterminer de manière à satisfaire au système (19). 
On voit d'abord, pourque la surface (M) n'appartienne pas à un 
espace à moins de cinq dimensions il faut que les deux courbes que 
décrivent les points Et et E5 ne soient pas des droites toutes les deux. 
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Dans la suite nous nous bornons au cas général où aucune de ces deux 
courbes n'est une droite. 
O n a E1 = e-
qVf, E5 = e~
pV et par suite ni les fonctions V 
et Ve ne sont pas nuls à la fois ni les fonctions TJ" et V" ne peuvent 
pas être proportionelles aux V et V respectivement. Nons savons que 
les deux courbes que décrivent les points Ely E^ ainsi que leurs tangentes 
sont situées sur la quadrique absolue que nous écrivons, pour avoir 
plus de la symétrie, sous la forme 
X 5 = 0, X 2 - h A V + X 2 2 + X 3 2 + X 4 2 = 0. (20) 
O n a donc, en désignant les fonctions U et V d'une manière facile 
à comprendre, 
cy=o ; v* + Ut* + u%» + us + us=o, 
v*+ur + u s * + t - ur=0 ; , 2 n 
F ' 5 = 0; V't-r F /
2 + 72'
2 + F 3 '
2 + 7^ = 0, ^ ; 
F " 2 + 7 ^ 2 _j_ jy* + y »* _j_ F 4 " 3 = o. 
Evidemment, on peut choisir une des fonctions U pour une variable 
indépendante nouvelle et une des fonctions F pour l'autre. D e plus, on 
conclût facilement de la forme du système (19) que, si l'une des fonctions 
Vf soit Vif est nul, i l en soit de même pour la fonction V/ correspon-
dante et inversement. O n peut donc écrire les relations (21) sous la forme 
l/V = 0; 1+ + JJP+ Z74'
9 = 0, 
ut"t± 17/'= 0; , 
F 5 ' = 0; l + F 1 '
a + F 2 '
a + F 3 '
2 + F / 2 = 0, ^ 
T7'* + F 2 "
a + T7' 2+ F 4 "
2 = 0. 
H n'existe pas, en général, entre les fonctions U, V d'autres re-
lations distinctes de celles-ci car, on sait que, l'intégrale générale du 
système considéré dépend de quatre fonctions arbitraires d'un argument. 
Par suite, en choisissant convenablement les variables in dépendantes, 
les coordonnées cartésiennes des surfaces considérées sont données par 
les formules 
X=u-rVf Xj-Ut+V^ X2=U2+V2, X3=U3+V3y X 4 = * 7 4 + F 4 , (23) 
%t, v étant les variables indépendantes, U et V étant liées par les re-
lations (22). 
2. Nous allons démontrer le théorème suivant: 
Pourque une surface, plongée dans l'espace projectif à cinq dimen-
sions, puisse être définie comme une surface minima de Vespace euclidien 
à cinq dimensions dont l'indicatrice de la courbure à chaque point est 
une circonférence, il faut et il suffit qu'elle soit douée d'un réseau tel, 
que la suite de transformées laplaciennes dans un et l'autre sens s'arrête 
après la première transformation selon le cas de Laplace sur une courbe 
située sur une quadrique non-dégénérée d'un espace à quatre dimensions ; 
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les deux courbes en question peuvent être arbitraires, à la condition près, 
qu'elles ne soient pas des droites toutes les deux et que leurs tangentes 
sont elles aussi sur la même quadrique. 
Nous venons de démontrer que, chaque surface minima plongée 
dans l'espace euclidien à cinq dimensions dont l'indicatrice de la courbure 
k chaque point est une circonférence, envisagée comme une surface de 
l'espace projectif, est douée d'un réseau jouissant des propriétés ci-dessus. 
Donc, i l ne reste que établir la réciproque. 
O r , soit dans l'espace projectif à cinq dimensions, M un point 
quelconque d'une surface douée d'un réseau jouissant des propriété» 
indiquées. Faisons correspondre au point M un repère mobile formé par 
les points M, et, e2, e3, e5. O n aura un système d'équations diffé-
rentielles de la forme 
dM = (o00M+ caxex + (o2e2 + w 3 e 3 4- w 4 e 4 - f w 5e 5 , l 2 3 4 5 ^ (24) 
det = 0)TO M - j - w.i «î + w« e2 + cois e3 - j - Ù)u e4 -\- w,-5 e&. ' ' ' ' 
Chaque point A de l'espace peut être mis sous la forme 
A = xM-\-x1e1-\-xaeJ-\-xses-\-xiei + x6 e5, (25) 
les x étant les coordonnées de ce point par rapport au repère mobile. 
Pourque le point A ne dépend pas de la position du repère il faut et 
il suffit que les x vérifient les équations différentielles 
dx - f X(o00 + xx (o10 -f- x2 « 2 0 + # 3 w 3 0 - f Xi (oi0 - f x5 Ù)Ô0 = 0, ^ 
dxi -J- xtOi -j- xx (0^ - j - x2 (o2i - f xz (ost - j - Xi (o4i-J- xb ia6i = 0. 
Cela étant, exprimons que la quadrique x=0, x* - j" X Î ~ h x * ~\~ 
+ x± + x~o — 0 soit fixe. 
O n obtient par un calcul facile les conditions 
a)io=0; Ù)U = 0 ) O 0 ; ioik - f w w = 0, & = 1 ,2 ,3 ,4 ,5) (27) 
et on en peut ajouter iooo = 0, car cela exprime que le déterminant 
formé par les coordonnées des sommets du repère mobile ait une valeur 
constante. 
O r , on peut, évidemment, particulariser le repère mobile de manière 
à prendre les points elt e2 dans le plan tangent au point 31. Ce choix 
étant fait, on a n ~ n / O Q>. 
(o3 = 0, o)i = 0, « 5 = 0 (28) 
et ces relations entraînent, d'après les formules de structure de l'espace 
projectif 
[« 1 w 1 3 ] + [w 2 w 2 3 ]=0 , [ « 1 % ] + [ w 2 % ] = 0 , r « i « i « | + L G > 2 < % J = ° - ( 2 9 ) 
O n arrive ainsi au système suivant 
dM=(oi ex-\-v)2e2, 
de{ =(oile1-[-(Oi2e2-\-(oises-\-(oueé-f-o)i5e5r (30) 
o>ij + (*>ji=0. (i,j = 1,2,3,4,5) 
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L a surface (M) étant douée d'un réseau supposons que ce soient 
les deux familles w 1 - | - i t y 2 = 0, co1—iœ2 = 0 qui le forment. Soient Elf 
E5 les transformées laplaciennes de ce réseau dans les deux sens, ces 
points étant situés sur la quadrique 
x=o, AY + x 2*+x 3
3 + AY + *Y=o. (31) 
Or, les points Eu E5 sont contenus dans le plan tangent au point 
M et par suite ils s'expriment comme des combinaisons linéaires des 
points M, elf e 2; comme ils sont situés sur la quadrique (31) ils sont 
proportionnels aux et -\- ie2, ex — ie2 et on peut prendre tout simplement 
Et = Ci + ie2y E5 = et — ie2. 
O n a 
dEi = — i(oi2E1-r con -j- ico2Se3 + <y14 -j- iw24e4 + w13 -p iio25e5, ^ 
dE:, i W 1 2 E5 - f
 W13 « «23 e3 -j- % * «24
 64 + «15 * «25 ̂ 5 • 
Exprimons que la suite de réseaux transformés se termine dans les 
deux sens après la première transformation selon le cas de Laplace. 
Pourqu' i l en soit ainsi i l faut et i l suffit que les points Elf E3 décrivent 
des courbes et qu'ils restent fixes lorsqu'on se déplace sur une courbe 
quelconque de la famille (o1 — io)2 = 0, œ1-\-iœ± = 0 respectivement. Les 
conditions nécessaires et suffisantes, pour qu'il en soit ainsi, sont évidément 
«13 + i <y23 = a 3 (« i — « «a)> w1 3 - i co23 = 03 ( tox -j- * w2), 
« u + i cou = a 4 (« i — i o)2), cou — ito.u — 04 (o)1 -\- i w2), (33) 
tou -p ?' G ; 2 5 = a 3 ( » ! — « œ2), w15 — i a25 = 03 (wx + i ra2). 
Or, ni les fonctions « 3 , a 4 , a 3 ni 03, 04, 03 ne peuvent pas être nuls 
à la fois car, autrement, les points El7 E5 seraient fixes ; de plus, comme 
on suppose que les tangentes aux courbes que décrivent les points Elt E5 
sont situées, elles aussi, sur la quadrique (31) on a nécessairement 
+ a * + a » = o, p3* + pt ^ fti = o. (34) 
Les formules de structure de l'espace projectif, appliquées aux 
équations (33), donnent 
[(&>! — io)2) (da% -|- 2i«3 « i 2 — a4cou — a-0 ra33)] = 0, 
— « o)2) (d a 4 -j- a s ra34 -p 2 i a 4 ct)12 — a 3 w45)] = 0, 
[(»! — i co2) ( da 3 -f- a 3 « 3 3 + a 4 w45 - f 2 i a5 e»1 8)] = 0 ; 
[(«! + i » j) (d 03 — 21 03 a 1 2 — 04 w34 — /?3 ty S3)] = 0, ^ • 
[(o»i + i o g ) (d04 4 /?, «34 — o)12 — 03 w 4 5)] = 0, 
[ («! + ? w 2) (dps -f- 0s w S 5 4- 04 <a45 — 2 i0 3 w i 2)] = 0. 
On en voit d'abord, qu'on puisse s'arranger, en choisissant conve-
nablement le système de référence, que l'on ait a 4 = 0 ; on a ensuite 
a 3 2 4" a 5 2 = 0 e t o n P e u t prendre a 3 = i a 3 < On ne peut pas avoir, en 
même temps, 03=?'03> car, autrement, on ait nécessairement 04 = O et 
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par suite, en vertu des relations (35) w 3 4 — io)i5 = 0, de sorte que, les 
surfaces (M) correspondantes seraient plongées dans un espace à moins 
de cinq dimensions. On peut donc s'arranger que l'on ait /?4 — 0 et par 
suite /?r> = — i / ? 3 . 
Cela étant, on a 
» U = « 2 4 = 0, 
w 1 3 - f « < y 2 3 = « a ( « î — i<>>2), w 1 3 ~ i w 2 3 = / ? s ( « 1 -f- io)2), 
« 1 5 + * w 2 5 = « « 3 ( « l — « « g ) » W 1 5 * « 2 5 = — * / ? 3 ( W l + « ' W 2 ) ; 
[(% — ico2) (da3 - f i a 3 2 « 1 2 — « 3 5 ) ] = 0 , 
[ ( < » ! - f i « 2 ) (d/?8 — *Ps 2w 1 2 — G ) 3 5 ) ] = 0, 
[ ( « ! — * « 2 ) ( W 3 4 — îù)i&)] = 0, 
[ ( « ! - f - i © 8 ) ( « 3 4 - f = 0. 
Or, le système de référence n'est pas encore parfaitement déterminé 
& 
et — n'est pas invariant. On peut supposer (i3 = a3. 
cc3 
Cela étant, si l'on pose a3~R, on retrouve le système (19) et cela 
démontre la proposition. 
3. On peut se poser la question s'il existe, parmi les surfaces minima, 
plongées dans l'espace euclidien à cinq dimensions, dont l'indicatrice 
à chaque point est une circonférence, des surfaces jouissant de la pro-
priété que, le rayon de l'indicatrice soit le même à chaque point de la 
surface. 
On démontre facilement qu'il n'existe aucune surface jouissant de 
cette propriété. 
IV. Surfaces plongées dans un espace non-euclidien. 
1. Nous allons nous occuper des surfaces étudiées plongées dans 
un espace non-euclidien (cr|rO). 
Pour cela, considérons le système d'équations différentielles auquel 
conduisent les équations (14). On a 
dM ca1e1 ~j- « 2 e 2 , 
dex — —c(o tM -\-w12e2 -\-Ila)1e3 - t - i 2 « 2 e 3 , 
de2 —rco2M—w12e1 —Rco2e3 -p Ra^e^, 
de3 — Ro)1e1-\-R(o2e2 -j- + a)35er„ 
de4 —coue3 -f- couei} 
de5 Ro)2et— Ro)1e2 — « 3 5 e 3 — «4564. 
Ce système avec les formules de structure (3) peut être envisagé 
comme définissant, dans l'espace projectif à cinq dimensions, une surface, 
lieu du point M, et en même temps un repère mobile formé par les 
points M, et, e2, e3, eàf e 5. Par rapport à ce système de référence chaque 
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point A de l'espace peut être exprimé par une expression de la forme 
A = xM + xtex -\- x2e2 + x3e3 -f- + #5
e5> (3$) 
les « étant les coordonnées du point A par rapport au système considéré. 
On vérifie facilement que la quadrique 
%i + #22 + %z -f + % 2 + —#â = 0 (40) 
G 
est fixe ; c'est précisément la quadrique absolue qui fait de l'espace pro-
jectif considéré l'espace métrique d'où nous sommes partis. Remarquons 
que les points e1+mie2f e3 + ie5 sont situés sur la quadrique en question. 
Cela étant, il est facile de voir que, en posant 
Ei = e1 + iea, E2 = e3 + ie5, E3 = ei} EA = e3 — iea, E5 = e1 — ie2i 
^ i = i ( w i — »«a)> &2 = i(p>i + i<°2), 
le système (38) peut être remplacé par le système équivalent 
dM= QiE, 
dE1 = — 2c£22M- ica12E1-\-2RQ1E2, 
dE2 = — 2R£22E1 — ia35E2 -f («34 - io)i5) Es, 
dE± = ( « 3 4 + i w45) E3-\-ico35Ei — 2R nt E5, 
dE5 = — 2cntM + 2Ra2E± + i « 1 2 E 5 -
2. D'abord, il est clair, pourque une surface (M) qui est définie par 
un système de la forme (42) ne soit pas contenue dans un espace à moins 
de cinq dimensions, il faut que les expressions <y34 + ico45 ne soient pas 
nuls identiquement tous les deux. Nous allons nous occuper d'abord du 
cas général où aucune de ces expressions n'est égal à zéro, identi-
quement, et nous appelerons, pour abréger, les surfaces correspondantes 
surfaces générales. 
On voit que les points M, EX,E2, E3, E±, E5 décrivent des surfaces ; 
nous les désignerons par (M), (E^), {E2), (E3), (EA), {E5). Par chaque 
point de n'importe quelle de ces surfaces il passe une courbe caracté-
ristique et une seule de chaque famille i2± = 0, 422 = 0. Si l'on écrit les 
systèmes d'équations différentielles que l'on obtient de (42) en y posant 
Q1 = 0 ou bien Q2 = 0 on a 
dM= Q2Es, 
cŒ1= — 2cQ2 M — iaj12Ev 
dE2 = — 2R£22E1 — iœ35E2, 
dE3= — \(OJU + icoi5)E2, (
43) 
dEé = (con -f- i o)i5) E3 - f i « 3 4 E4, 
dE5 = 2Rn2EA -j- i<o12E5; 
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ou bien 
CIEL— — iojnEx + 2BQl E2, 
ilEo — i w 3 5 E2 -j-(a)u — i « 4 5 ) Es, ^ 
clEs — — | (w M — i w 4 5 ) E 4 , 
</E4 iù)35E4c — 2Rn1E!i, 
dEr> = — 2c£21M ^i(onE-a. 
On a une correspondance biunivoque entre les deux surfaces (M) 
et (Ei) dans laquelle les points M, E± se correspondent. Or, fixons sur 
la surface (31) une courbe quelconque de la famille Qx = 0 et envisageons 
la courbe correspondante sur la surface (E{). L a deuxième des équations 
(43) montre que, en chaque position du point M sur la courbe considérée, 
la droite [MEt] est la tangente, au point Elf à la courbe qui est le 
lieu de ce point. D'autre part, la première des équations (44) montre 
que la droite en question est la tangente, au point 31, à la courbe de 
la famille Q2 = 0 qui passe par ce point. Par suite, les deux familles 
de caractéristiques &iQ2— 0 forment sur la surface (31) un réseau, les 
développables, circonscrites à la surface (31) le long des courbes de la 
famille I21 = 0 étant engendrées par des tangentes des courbes corre-
spondantes sur la surface (Ex). Par suite, le surface (E±) est la transformée 
lapiacienne de la surface (31) dans le sens des courbes £22 = 0. 
On vérifie de la même manière, de proche en proche, que la 
surface (E2) est la transformée lapiacienne de la surface (Et) dans le 
sens des courbes J22 = 0 ; la surface (E3) est la transformée lapiacienne 
de la surface (E2) dans le sens des courbes f22 = 0 ; la surface (E±) 
est la transformée lapiacienne de la surface (E3) dans le sens de courbes 
0 ; la surface (E5) est la transformée lapiacienne de la surface 
(E±) dans le sens des courbes ^ = 0; enfin, la surface (31) est la 
transformée lapiacienne de la surface (E5) dans le sens des courbes 
A> = 0. 
On voit ainsi que le réseau formé sur la surface (31) par le deux 
familles &i£22 —0 est périodique et six est sa période. De plus, comme 
le point 31, en chaque position, est conjugué aux points E1} E2, Ed 
E±, E3 par rapport à la quadrique absolue 
X , 2 + X 2 * + X 3
2 -r A Y + A Y + ^ X 2 = 0, (45) 
le réseau en question est autopolaire par rapport à cette quadrique. 
3. Nous allons démontrer le théorème suivant: 
Pourque une surface, plongée dans l'espace projectif à cinq dimen-
sions, puisse être définie comme une surface minima générale d'un espace 
non-euclidien à cinq dimensions, dont l'indicatrice de la courbure à chaque 
point est une circonférence, il faut et il suffit qu'elle soit douée d'un 
réseau périodique, à période six, et autopolaire. 
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Nous venons de démontrer que, chaque surface minima générale 
plongée dans un espace non euclidien à cinq dimensions dont l'indicatrice 
de la courbure à chaque point est une circonférence, envisagée comme 
une surface de l'espace projectif, est douée d'un réseau jouissant des 
propriétés ci-dessus. Donc, i l ne reste que établir la réciproque. 
Or, soit dans l'espace projectif à cinq dimensions, M un point 
quelconque d'une surface douée d'un réseau jouissant des propriétés 
indiquées. Faisons correspondre au point M un repère mobile formé 
par les points iHf, eX} e2, 63, eif e5. On aura un système d'équations 
différentielles tel que (24) et on pourra exprimer chaque point A de 
l'espace par une expression de la forme (25), les x étant les coordonnées 
du point A par rapport au système mobile. Pourque le point A ne 
dépend pas de la position du repère i l faut et i l suffit que les x satisfont 
aux équations différentielles telles que (26). 
Cela étant, soit c 4= 0 et exprimons que la quadrique -f- x2
2 + 
-\- x$ -\- x^ -\- x^ -\- —x2 = 0 soit fixe. On obtient par un calcul facile 
0 
les conditions 
toio = — cœi; « f , = û>00; œik - f œki = 0, (t, h= 1,2,3, 4,5), (46) 
et on en peut ajouter w o o = 0, car. cela exprime que le déterminant 
formé par les coordonnées des sommets du repère mobile ait une valeur 
constante. 
Or, on peut, évidement, particulariser le repère mobile de manière 
h prendre les points el7 e2 dans le plan tangent au point M. Ce choix 
étant fait on a „ » „ 
<a3 = 0, w4 = 0, M 5 = 0, (47) 
et ces équations entraînent, d'après les formules de structure de l'espace 
projectif 
K » 1 8 ] + [ « 2 « 2 3 ] = 0 , [ « ! % ] - f \(02 0)24] — 0, [©iOïjfi] + [(02(025) =0. (48) 
On arrive ainsi au système suivant 
dM fûxex - j - œ2e2, 
de1= — c tôt M + cwij ex + œi2 e2 + w,-3 e3 + (ou e4 - f ca,-5 e5t (49) 
» y + Gty = 0. («,,;'= 1,2,3,4,5) 
L a surface (M) étant douée d'un réseau supposons que ce soient 
les deux familles œ1-\-io)2 = 0, wt — ico2 = 0 qui le forment. Le réseau 
en question étant supposé périodique à période six et autopolaire on 
sait, en vertu de la théorie générale des réseaux, que sa première et 
sa deuxième transformée laplacienne dans les deux sens sont situées sur 
la quadrique par rapport à laquelle i l est autopolaire. Avec notre système 
mobile soit 1 
* i a + tf3
2 + * 3 3 + tf42 + % 2 + x2 = 0 (50) 
cette quadrique. 
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Soient Ex, Eb les transformées laplaciennes du réseau en question 
dans le sens des courbes G)l-{-i(o2 = 0, cox—^iœ2 = 0 respectivement. 
Or, les points Ex, E 5 sont contenus dans le plan tangent au point M 
et par suite ils s'expriment comme des combinaisons linéaires des points 
M, ex, e8 ; comme ils sont conjugués au point M par rapport à la qua-
drique (50) ils s'expriment comme des combinaisons linéaires des points 
çly e2 seulement; enfin, comme ils sont situés sur la quadrique (50) ils 
sont proportionnelles aux ex-\-ie2, ex— ie2 et on peut prendre tout 
simplement 
Ex = ex-j-ie.2, E5 = el — ie2. 
On a 
dEx = — c(wx-\- i o)2) M— iœ12 Ex + 
+ (ey13 - f iœ2S) e3 + (w 1 4 + iœu) e4 - f (œ 16 + iœ25) e5, 5^ 
dE5 = — c (eax — i co2) M + i mx2 E5 + 
+ («13 — ««as) H + ( « u — ^ 2 4 ) + («15 — * «25) % • 
Exprimons les suppositions fait au sujet des points Ex, E5. Pourque, 
en chaque position, le point Ex (E5) soit la transformée laplacienne du 
point M dans le sens des courbes o)x-\-ia)2 = 0 (o)x— io)2 = 0) i l faut 
et i l suffit que, si l'on fixe sur la surface (M) une courbe quelconque 
de la famille cox— io).2 = 0 (OJx-\- io)2 = 0) et que l'on considère la courbe 
correspondante sur la surface (Ex) [(E5)], la droite [MEX] ([ME5]) soit 
la tangente au point Ex (E5) à la courbe qui est le lieu de ce point. 
Les conditions nécessaires et suffisantes pourqu'il en soit ainsi sont 
évidement 
« 1 3 + « « 2 3 = « 3 ( « 1 ««2); 
« u + * «24 = «é (« i — * «a)> 
« 1 5 + *'«25 = « 5 ( « 1 — * «2)? 
« 1 3 — « « 2 3 = $5 ( « 1 + * « 2 ) ; 
« U — « « 2 4 = /?4 ( « 1 + * « 2 ) ? (52) 
OJI5 — i ù)25 = 06 (0)X + 1 « , ) , 
et ces équations entraînent, d'après les formules de structure de l'espace 
projectif, des relations quadratiques telles que (35). 
Or, ni les fonctions a 3, a 4, a 5 ni /?3, /?4, /?5 ne peuvent pas être 
nuls à la fois car, autrement les points Elf E5 décrivaient des courbes 
et le réseau en question serait terminé, contrairement l'hypothèse. 
Cela étant, les points EX) E5 décrivent des surfaces (Ex), (E5) 
qui sont douées des réseaux formés par les deux familles w 1 + «w2 = 0. 
Soit E2 (E^ la transformée laplacienne du point Ex (E5) dans le sens 
des courbes œx - j - ico2 — 0 (cux — ico2 = 0). Or, le point E2 (E±) est contenu 
dans le plan tangent au point Ex (E5) et par suite, i l s'exprime comme 
une combinaison linéaire des points M, Ex, a 3e 3 -f- a 4e 4 - j - a5e5 (M, E5, /?3e3 -|-
+ Péeé-\- flôe5)î comme i l est conjugué aux points M, Ex, Eb i l est pro-
portionnel au point a 3 e 3 -f- a 4 e 4 -}- «5^5 (^e3-\- /? 4 e 4 -f- PÔ^S), enfin, comme 
i l est situé sur la quadrique (50) on a 
« , * + « * • + « 5 * = 0, /?32 + ^ a + / ? 5 â - 0 . (53) 
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En tenant compte des relations (35) on voit d'abord qu'on peut 
s'arranger, en choisissant convenablement le système de référence, que 
l'on ait a 4 = 0; on a ensuite -\-a5
2 = 0 et on peut prendre a5 = iaB. 
On ne peut pas avoir, en même temps, /?5 = i/?3, car, autrement, on ait 
nécessairement /?4 = 0, et par suite, en vertu des relations (35), œM — 
— io)é5 = 0 de sorte que, les surfaces (M) correspondantes seraient 
plongées dans un espace à moins de cinq dimensions. On peut donc 
s'arranger que l'on ait /?4 = 0 et par suite /95 = — i/?3 et on peut prendre 
tout simplement 
E2 = e&-\- ie6, Ei = ea — ie3. 
On a 
dE2 =—03 ( « j + El — « « 3 5 - ^ 2 f ( « 3 4 — tW 4 S ) c A , 
dEé = — a 3 (»! — i co2) E5 + ie»35 #4 + ( « 3 4 - p i w45) e4, (54) 
de±-=—\ ( « 3 4 + i(y 4 5)E 2 — | (wM — î % ) E 4 . 
On voit ainsi que toutes les suppositions fait au sujet du réseau 
sur la surface {M) sont exprimées, le point e4 étant la transformée 
laplacienne du point E2 dans le sens des courbes w1-j-icy2 = 0 et en 
même temps c'est la transformée laplacienne du point E± dans le sens 
des courbes de la famille io1 — io)2 = 0. 
On arrive ainsi à un système d'équations différentielles tel que (36). 
Comme le système de référence n'est pas encore parfaitement déterminé 
et — n'est pas invariant, on peut supposer fis = a3. 
a 3 
Cela étant, si l'on pose as = R on retrouve le système (42) et cela 
démontre la proposition. 
4. M. Gruichard a étudié le problème suivant*: 
Trouver les équations de la forme 
admettant six solutions (i = 1,2,.. .6) indépendantes, liées par les 
relations 8 x * = 0 t Sxv
2 = 0, Sx2uu = 0, Sx\v = 0. 
C'est M. G. Tzitséica** qui a montré que, dans l'espace projectif 
à cinq dimensions chaque surface douée d'un réseau périodique à période 
six et autopolaire par rapport à la quadrique Sx2 = 0 peut être définie» 
analytiquement, par une équation de cette forme et inversement, les six 
solutions indépendantes d'une telle équation donnent les coordonnées 
projectives d'une surface jouissant des propriétés ci-dessus. 
Le théorème du N° 3. entraîne donc le résultat suivant: 
Chaque solution du problème de M. Guichard définie une surface 
minima générale plongée dans un espace à cinq dimensions dont Vindi-
* Comptes Rendus des séances de l'Académie des Sciences ; Paris, 10 mars, 1913. 
** Géométrie différentielle projective des réseaux, chap. XIV. 
2* 
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catrice de la courbure, à chaque point est une circonférence et inversement, 
chaque surface jouissant de ces propriétés fournit une solution de ce pro-
blème. La solution générale du problème en question dépend de quatre 
fonctions arbitraires d'un argument. 
Nous trouvons ainsi une interprétation géométrique parfaite ainsi 
que la généralité de la solution du problème de M . Guichard. 
5. I l faut encore eclaircir la notion des surfaces minima générales 
dont nous avons parlé jusqu'ici. D'après la définition que nous avons 
donnés au N° 2 une surface, jouissant des propriétés métriques indiquées 
s'appelle surface générale si, dans le système d'équations différentielles (42), 
qui la définit, aucune des expressions <y34 + «cj 4 5 n'est nul identiquement. 
Or, i l est facile de donner une interprétation géométrique de cette 
définition. E n effet, si la surface (M) est une surface générale, le point E3 
décrit une surface (E3) qui est, elle aussi, douée d'un réseau périodique 
k période six et autopolaire, ce réseau étant formé par les deux familles 
G * ! 3 - j - w 2
8 = 0. Par suite, la surface (Ez) est elle aussi une surface minima, 
plongée dans un espace non euclidien, dont l'indicatrice de la courbure 
à chaque point est une circonférence et le réseau, dont elle est douée, 
est formé par les deux familles de courbes minima. Ce réseau est dans 
une correspondance biunivoque avec le réseau analogue sur la surface (M), 
ces deux réseaux se déduisant l 'un de l'autre par trois transformations 
de Laplace. On voit donc que, une surface (M) étant une surface minima 
générale on en peut associer une autre surface jouissant des mêmes 
propriétés métriques et on peut établir entre ces deux surfaces une corre-
spondance ponctuelle biunivoque telle, que les réseaux formés, sur les deux 
surfaces, par les deux familles de courbes minima se déduisent l'un de 
l'autre par trois transformations successives de Laplace. On voit immédia-
tement que cette propriété est caractéristique, car si une des expressions 
W 3 4 + i est nul identiquement, la surface (_Z?3) se réduit à une courbe 
et i l n'existe pas de la surface qui serait liée à la surface (M) de la 
manière indiquée. 
6. Nous avons laissé a côté, jusqu'ici, les surfaces pour lesquelles 
une des expressions o)u + io)i5 est nul identiquement. Nous allons nous 
occuper de ces surfaces; à cause de la symétrie du système (42) nous 
pouvons nous borner au cas où w 3 4 — i w 4 5 est nul identiquement. 
Les surfaces en question sont donc caractérisées par l 'équation 
ra34 — i « 4 5 = 0 . (55) 
L a condition d'intégrabilité de cette équation est vérifiée en vertu 
des équations du système (14). Par suite 
les surfaces considérées dépendent de trois fonctions arbitraires d'un argument. 
7. Ecrivons le système d'équations différentielles auquel conduisent 
les équations (14), (55); on a 
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dM= nxFn -r&2E:„ 
dE1= — 2eQaM — ioix2Ex - f 2RQ1E2, 
dEa= -2Rn,E1 —imMEa, ( 5 6 ) 
dEz = — \ ( o)u + « œi5) E2, 
dE± = (a>u + 1 £3 - r t » 3 , J?4 — 2R û x J?-, 
dE, = — 2cQ1M + 2RQ2Ei -\-ia>iaE:t. 
Un premier coup d'oeil montre que chaque surface de cette espèce 
est douée d'un réseau, formé par les deux familles de courbes QXQ2 = 0, 
ce réseau étant terminé dans les deux sens. Pour procéder d'une manière 
précise remarquons d'abord que les deux points E2, E& décrivent des 
courbes dont le paramètre est une intégrale première de l'équation 
£22 = 0. Or, si l'on se déplace sur la surface (M) suivant une courbe 
différente d'une caractéristique de la famille I22 = 0, on voit que une 
relation de la forme 
M= mE2 -f- wx dE2 + 5>2d
2E2 
a lieu, les o) étant composés des CD et leurs différentielles. Cela montre 
que, en chaque position, le point M est situé dans le plan oscillateur 
au point E2 à la courbe qui est le lieu de ce point. D'autre part, on 
voit que, si l'on se déplace sur une caractéristique quelconque de la 
famille £2.2 0, le plan [M, Elf E2\ reste fixe en position. Par suite, les 
caractéristiques de la famille £22 = 0, sur la surface (M ), sont des courbes 
planes, les plans de ces courbes étant des plans osculateurs à la courbe 
qui est le lieu du point E2. Par suite, d'après un théorème bien connu 
de M. Bompiani*, la suite de transformations laplaciennes se termine, 
dans le sens des courbes Q2 = 0, après la deuxième transformation, selon 
le cas de Goursat. Remarquons encore que le cas de Goursat en question 
est général; le cas mixte de la fermeture ne peut pas avoir lieu. 
D'autre part, on voit immédiatement que, si l'on se déplace sur 
la surface (ilf) suivant une courbe quelconque de la famille £21 = 0 une 
relation de la forme 
Ez = o)M-\-(o1dM-\- G}*d*M-\- m3d
zM 
a lieu, les w étant composés des câ et leurs différentielles. Cela montre 
que, en chaque position du point M sur la surface, les #3-osculateurs 
aux points d'une courbe quelconque de la famille Qt = 0 passent par 
le point E3. Comme ce point ne dépend que de l'intégrale première de 
l'équation £22 = 0, il en résulte que les Ss - osculateurs des courbes 
caractéristiques de la famille 421 = 0 aux points d'une courbe caracté-
ristique quelconque de l'autre famille passent par un point fixe. Par 
* E. Bompiani, SuWequazione di Lapîace (Rend. Cire. mat. di Palermo, 
t. XXXIV, 1912. 
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suite*, la suite de transformations laplaciennes du réseau considéré sur 
la surface (M) se termine, dans le sens des courbes i2 1 = 0, après la 
troisième transformation, selon le cas de Laplace. 
On trouve ainsi le résultat suivant: 
Pourque une surface minima générale se réduit à une surface du 
type considéré, il faut et U suffit que, dans un sens, la deuxième trans-
formée laplacienne du réseau, formé par les deux familles des courbes 
minima, se réduit à une courbe. Le réseau qui est jormé, sur les sur/aces 
du type considéré, par les deux familles de courbes minima, se terminer 
dans un sens, après la deuxième transformation, selon le cas de Goursat 
et dans Vautre sens, après la troisième, transformation, selon le cas de 
Laplace. 
Nous nous bornons à indiquer ces propriétés géométriques sans 
nous occuper de la recherche d'intégrale générale du système corre-
spondant. Dans la suite nous aurons de l'occasion à considérer un cas 
particulier intéressant de surfaces en question, dépendant d'une fonction 
arbitraire d'un argument; c'est le cas dont nous nous occuperons plus 
profondément. 
V. Surfaces plongées dans un espace non-euclidien ayant, à chaque 
point, le même rayon de l'indicatriee. 
1. Nous allons étudier la question, s'il existe, dans un espace non 
euclidien à cinq dimensions, des surfaces jouissant des propriétés consi-
dérées et telles, que le rayon de l'indicatrice soit constant. 
Supposons, pour le moment, qu'il existe de telles surfaces. On a 
ensuite, en vertu des relations (16) 
2 co12 — w 3 5 = 0. (57) 
Cette équation entraîne, d'après les formules de structure 
[to3i toi5] - 2 (3m - c) [IO, co2\ = 0, 
de sorte que, si l'on pose, d'après (16), 
« 3 4 — « « 4 5 = « ( » ! — i « 2 ) , « 3 4 + « « 4 0 = ( « 1 T * « A l 5 8 ) 
les fonctions a, /? satisfont à l'équation quadratique 
a (S — 2{3R2 — c) = 0. (59) 
Les équations (58) entraînent 
K « i — ^2) (da -\- 3iatol2)] = 0, [(wj - j - iw 2) (d(3 — oi/?w1 2)] = 0. (60) 
Cela étant, deux cas et deux seulement sont à considérer : a fi =J= 0 
ou bien a/? = 0. Nous nous occuperons d'abord du premier cas, qui 
fournit, évidement, des surfaces générales. 
* E. Bompiani, loc. cit. 
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2. Dans le cas a /S 4= 0 l e s relations (60) peuvent s'écrire 
(61) 
[(»! — i œ2) ( ^ + 3 i fol2)] = 0, 
[ ( © ! -f- i co2) (~ — 3i (ol2)] = 0. 
et comme on a, en vertu de la relation (59), 
da dfi 
a 1 /S 
les relations précédentes entraînent 
0, 
^ • f 3 i a > u = 0. (62) 
En appliquant les formules de structure, on en déduit 
c = 2R*', 
on a donc 
et on peut supposer a = \ . On arrive ainsi à un système complètement 
intégrable et on voit qu'il existe une surface générale et une seule, ayant, à 
chaque point, le même rayon de l'indicatrice. 
Le système correspondant est le suivant 
dM = Q1E1 -f^E:,, 
d^ — — 4 # 2 ^ M + 2RQ1E2, 
dE« = — 2RP.2E1 (63) 
dE3= , — 2B*n2R2 —GiE^ 
dE±= 4R*P.3ES — 2RQ1E!i, 
dE5 = -4R
3QtM +2Rn2Ei. 
On en voit presque immédiatement que le réseau formé sur la 
surface (M) par les deux familles de courbes minima est à invariant 
constant. Si l'on pose &t = dv, Q2 = du on a le système aux coefficients 
constants 
dM dM 
a ¥ = E » 17 = E " 
d E * — O R 2 P _ T? 
o u dv 
du~
 4* ~d7~ — 
dEz „ « „ oEt, 
du *' dv 2RE^ -z-l = — 4:R
2M. 
24 
On en déduit, sans aucune espèce de difficultés que, en choisissant 
convenablement les variables indépendantes, les coordonnées du point 
M ont la forme 
J / = kt e " - B - « . _j_ k2 e * u - e -» . _ j_ iz e s » « - z-*v ^_ 
-r &4 e
zi"~ e~,v + kb e
zhu ~ *•** - j - &6 e
î 6 , t - E- 6 w , 
les k étant des constantes arbitraires et s une racine primitive de l'équation 
x'6 — 1 = 0. On voit ainsi que les équations paramétriques de la surface 
considérée, par rapport à un système de référence convenable, peuvent 
s'écrire 
Xx = e™-'^
v, X* = e * î u X 5 = e^--^
v, Xà 
X5 = e
z'°»-Ë-Sv, I c = e
ï 9 « - ^ " . 
Avec ce système de référence, l 'équation de la quadrique absolue est 
X, X, + Xt X5 + Xs X6 = 0. (66) 
Remarquons encore que la surface en question est une surface 
algébrique, ses équations étant 
XiX4-X2X5=0] X ^ — Z , X a = 0 ï XtX3X5-X2XiX(i = 0. (67) 
3. Nous allons démontrer le théorème suivant: 
Pourque une surface, plongée dans l'espace projectif à cinq dimen 
sions, puisse être défini comme une surface minima générale d'un espace 
non-euclidien à cinq dimensions, dont l'indicatrice de la courbure à chaque 
point est une circonférence de rayon constant, il faut et il suffit qu'elle 
soit douée d'un réseau périodique à période six, autopolaire et à inva-
riant constant. 
Nous avons remarqué dans le N° précédent que, sur la surface 
ci-dessus, le réseau formé par les deux familles de courbes minima jouit 
des propriétés indiquées. Donc, i l ne reste que établir la réciproque. 
Or, nous savons que, chaque surface plongée dans l'espace projectif 
à cinq dimensions, douée d'un réseau périodique à période six et auto-
polaire, peut être défini par le système d'équations différentielles (42) 
avec w 3 4 + ^ 4 5 4=0. Or, si l'on pose, dans ce système, £21 = e
qdv, 
Q2 = e
pdu, Muv = hM, h étant l'invariant du réseau ,Î21!22 = 0, on déduit 
du système considéré, par un calcul facile que j'ometts 
h = — 2ce* + ', (p-{-q)uv=2(2R
2 — c)eP + ^ 
On en voit bien, pourque h soit constant, i l faut et i l suffit que 
p - J - q le soit et par suite, que l'on ait c = 2 R2 et cela démontre la 
proposition. 
4. Nous allons maintenant considérer l'autre cas possible, où Ton 
a a/? — 0. 
D'après une remarque, que nous avons fait dans le N° 2, chap. III , 
nous pouvons laisser à côté les surfaces pour lesquelles a = 0, 0 = 0, 
' (65) 
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ces surfaces étant contenues dans un espace à moins de cinq dimensions ; 
à cause de le symétrie du système correspondant nous pouvons nous 
borner au cas a = 0. 
L a deuxième des relations (60) montre qu'on peut supposer /? = 1. 
Cela étant, on a 
+ « « 2 ) ^ 1 2 ] — 0. 
On en voit qu'il existe des surfaces du type considéré et qu'elles 
dépendent d'une fonction arbitraire d'un argument. 
5. Nous allons chercher les équations finies des surfaces en question. 
Pour cela, considérons le système d'équations différentielles qui les 
définit : 
dM= ^E, + ^ 2 ^ 5 , 
dEt - — 2cn2M—io)12E1 + 2RQ1E2, 
dE2 = — 2RQ2E1 — 2i(al2E2, 
dEs= — Q2E2, 
dEé= 2£22E3 -f 2iû>12Et-2Itn1E5, 
dE5— — 2c£21M + 2R£22Eé + iai2Ea. 
E n posant Q± = e
qdv, £22 du, on en déduit sans aucune espèce 
de difficultés que les coordonnées du point M satisfont à un système 
d'équations différentielles de la forme 
Muv = — 2ce'<M, 
Mvv — qvMv = e**F' (u), (69) 
MtiUU — 3quMuu + 2qJ — qauMu -f 2F(u) 0, 
F (M) étant une fonction de la variable u, que nous introduissons pour 
la commodité du raissonnement, Fr(u) étant sa dérivée et q étant déter-
miné par une équation de Lion ville quv -\- 2R
2eq = 0. On a donc 
u'v' 
6 R*'(u+vy' 
U et V étant des fonctions de u et v respectivement. Or, rien n'empêche 
de prendre les fonctions U(=x) et V(=y) pour de variables indépen-
dantes nouvelles. Avec ces variables, en posant pour la commodité de 
l'écriture UnFx'=2±B
4>X, le système (69) s'écrit 
{x + y)' 
2 24 X 
Myy + —T—My = , (70) 
*J x - f - y s (x 4- y)4-
6 6 2F 
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En dérivant la deuxième de ces équations par rapport à x et en 
tenant compte de la première, on vérifie facilement que l'on a 
jf 6 X ' 2 i X , (71) 
X' étant la dérivée de la fonction X . En dérivant cette formule par 
rapport à x on en déduit immédiatement 
M=X»—?Jl + r î 2 X . (72) 
Pourque cette formule soit compatible avec la troisième du système 
(70) il faut et i l suffit que l'on ait 
12_R 4XXW + FFJ = 0. (73) 
Cela montre que si l'on prend la fonction X arbitrairement, on 
obtient la fonction F par une quadrature. 
On trouve ainsi que les coordonnées des sommets du repère mobile, 
associé a la surface étudiée ont la forme suivante: 
M = x „ 6X' | 12X • 
£ j = _
 6 * 1 ( X ' - J i f ), 
U v x-\-yy 
U* (74) 
TT'3 
jj'n X ' " X " X ' X 
^ = ~ 2 Î T ( X I V ~ 4 ^ + 1 2 ( ^ + ^ ~ 2 4 ( ^ ^ + 2 4 ( ^ ? ) , 
^ 3 = t T ( X " ' - 6 ^ ^ + 18, f - 2 4 , * ). 
x-\-y (x + yY (%^yYJ 
Les six fonctions X dont dépend le système mobile ne peuvent|pas 
être arbitraires, car on sait que les points Eu E2, JEà, F5 sont situés sur 
la quadrique absolue. Avec le même système de référence fixe auquel 
sont rapportés les sommets du repère mobile, on peut prendre, évidement. 
l'équation de la quadrique en question sous la forme 
X ^ + X 2
2 + X 3
2 + X / + X 5
2 + 1 X 2 = 0. (75) 
Si l'on désigne le premier membre de cette équation par SXS les 
six fonctions qui se sont introduits ci-dessus doivent donc satisfaire aux 
relations suivantes 
SX* = 0; SX'* = 0; SX"* = — ; SXm* = 0; SXVy* = 0. (76) 
0 
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E n général, on en ne peut pas avoir d'autres, distinctes de celles-ci 
car, on sait que l'intégrale générale du système considéré dépend d'une 
fonction arbitraire d'un argument. 
E n définitive, on voit que les équations paramétriques des surfaces 
considérées peuvent s'écrire 
Mt = X"t - + 1 2 , (77) 
les fonctions Xt étant assujeties à remplir les seules équations (76). 
Remarquons encore qu'on voit immédiatement de ce résultat que, 
si l'on se déplace sur une courbe minima quelconque de la famille x = const 
le point M décrit une conique. Donc, la famille de courbes minima, qui 
sont planes, se compose des coniques. 
6. Nous allons démontrer le théorème suivant: 
Pourque, dans un espace non-euclidien à cinq dimensions, une sur-
face minima non générale, dont l'indicatrice de la courbure à chaque 
point est une circonférence, jouisse de la propriété d'avoir le même rayon 
de l'indicatrice à chaque point de la surface il faut et il suffit que la 
famille de courbes minima, qui sont planes, soit composée des coniques. 
Nous venons de remarquer que, dans un espace non euclidien, 
chaque surface minima non générale dont l'indicatrice de la courbure 
à chaque point est une circonférence de rayon constant, jouit de la 
propriété ci-dessus. Donc, i l ne reste que établir la réciproque. 
Pour cela, considérons le système d'équations différentielles qui 
définit, dans un espace non-euclidien a cinq dimensions, les surfaces 
minima non générales dont l'indicatrice de la courbure à chaque point 
est une circonférence, les plus générales. L e système en question est 
(56), l 'équation de la famille de courbes minima, qui sont planes, étant 
Q2 = 0. On a, en se déplaçant sur une courbe quelconque de cette famille 
dE1 = — ia>12E1 + 2RS21E2, 
dE2 = —io)s5E2,
 K } 
les formules, qui montrent que le point E2 ainsi que la droite [ElE2\ 
restent fixes. Considérons le faisceau de droites [ME2\ dont le centre 
est le point fixe E2. E n tenant compte des formules (56) on trouve, en 
regardant qu'on suppose toujours J22 — 0 
d [M, E2\ = -i «35 [ME2] -f flx [Et E2], 
d [E,E2]= —i(o»u + a>35) [#iE2).
 { i y ; 
Or, la tangente à la courbe, qui est le lieu du point M passant 
par le point Elf on a une correspondance entre le faisceau considéré 
et les points sur la droite [E±E2] dans laquelle la droite [ME2] et le 
point E± se correspondent. Pourque la courbe que décrit le point 31 soit 




Pour exprimer cette condition, multiplions le point E2 par . 
Nous aurons 
dEx —ico12Ey -j-Gi-Eg, 
dEà— (̂ - —«w3 5)i?2.
 v 
On voit donc, en comparant ces formules avec (79) pourque la 
correspondance en question soit une correspondance projective, il faut 
et il suffit que l'on ait 
^-H(2G>1 2— G)35) — 0. 
Or, cette équation supposée remplite, les relations (16) montrent 
qu'elle est encore satisfaite si l'on se déplace sur une caractéristique 
quelconque de la famille £21 = 0. Par suite, elle est satisfaite sur la 
surface identiquement. 
La condition d'intégrabilité qui dérive de cette équation donne 
3223 = c. 
Par suite, la fonction i? est une constante et cela démontre la 
proposition. 
